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Аннотация. Рассматриваются трехмерные BR-множества и метод их построения на осно­
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1. Введение. В 1916 г. Г. Вейль [1] впервые ввел понятие последовательности рав­
номерно распределенной по модулю 1, а так же доказал критерий равномерного рас­
пределения. Пример такой последовательности — это последовательность {ш }г>1 при 
иррациональном а.
Рассмотрим теперь некоторый интервал X  и определим для него считающую функ­
цию г (а ,г ,Х )  =  jj{ j  : 0 < j  < i , { j a }  G X } ,  где {;r} обозначает дробную долю, как 
количество попаданий точек в этот интервал. Тогда критерий равномерного распреде­
ления Вейля может быть записан в следующем виде
г(а,  г, X )  =  г |Х|  +  £(а', г, X ) ,
где 8 (a ,i ,X )  =  o(i) — остаточный член этой формулы.
Множество X  называется множеством ограниченного ост,am,ка или ВR-множеством 
(bounded remainder set), если существует такая константа С, что выполняется неравен-
|£(а,г,Х)| < С
для всех г.
Первые примеры таких множеств были построены 1921 г. Э. Гекке [2]. Это интервалы 
X  длинны 0 < \Ъ +  аа\ <  1, где а, Ъ Е Z. Для них Э. Гекке получил следующую оценку 
остаточного члена
|<5(«, г, Х)| < |а| .
Более сложной является задача нахождения BR-множеств и определения границ от­
клонений в многомерном случае. Подход Э. Гекке, к сожалению, не позволяет получить 
многомерное обобщение.
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №11-01-00578-а).
В двумерном случае первый пример BR-множеств был получен в 1954 г. R. Sztisz [3]. 
Это было семейство параметрических параллелограмов, для которых выполняется оцен­
ка 8 (i) =  0 (1). Анализ конструкции Sztisz привел P.Liardet [4] к открытию возможной 
редукции от BR.-множеств размерности D  к аналогичным множествам размерности 
D — 1. Абсолютно другой подход к построению множеств ограниченного остатка обна­
ружили Ж . Рози [5] и S. Ferenczi [6]. Они связали свойство быть BR-множеством со 
свойствами отображения первого возвращения. Но получить точные оценки остаточно­
го члена никому из вышеперечисленных так и не удалось.
В 2012 г. В.Г. Журавлев [7] нашел способ построения множеств ограниченного остат­
ка на основе многогранников Е.С. Федорова для трехмерного случая, параллелоэдров 
Г.Ф. Вороного для четырехмерного случая, а для размерности D  > 5 с помощью вы­
тягивания многомерного куба. Эта конструкция обобщается на все размерности. Автор 
данной работы строит двумерные множества ограниченного остатка на основе шести­
угольных разверток тора [8], для них получены точные границы отклонений. Теперь, 
когда мы можем строить одномерные и двумерные множества ограниченного остатка, 
возникает естественный вопрос, можно ли на основе множеств ограниченного остатка 
малых размерностей построить новые множества ограниченного остатка более высоких 
размерностей. В настоящей работе на основе А:-произведения [9] интервалов ограничен­
ного остатка Гекке и гексагональных разверток тора построены трехмерные множества 
ограниченного остатка, для них вычислены точные оценки остаточного члена, а также 
получены средние значения отклонений.
2. П ерекладывающ иеся торические развертки. Пусть дан Д-мерный тор TD =
/L, где L — полная решетка, имеющая размерность D над М. Пусть задан сдвиг тора
SaD : TD I У TD : х  I У SaD (x) =  x  +  a D mod L
на вектор a D =  (a -f ,. . . ,  a^).
Перекладываюгцейся разверткой m,opa TD назовем подмножество TD из RD, удовле­
творяющее условиям:
1. Множество TD ограничено.
2. Задано разбиение
TD =  T0D UT1D U ...U T ^  (1)
на непересекающиеся подмножества TJ?.
3. С помощью разбиения (1) и некоторой фиксированной системы векторов и =  
(uo, Mi,.. •, ud) из задано перекладывание
Su(TD) =  SU(T0D) и SU(T °)  и . . .  и SU(TE) , (2)
где SU(T f)  =  х  +  Mfc, x E Tj?.
4. Множество TD замкнуто относительно прекладывания Su, т.е. перекладывание 
переводит подмножество T D в себя.
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5. Отображение факторизации
TD m o d TD . xh^ x  mod L
задает биекцию между T D и тором TD, где
L  =  Z[Zi,. . . ,  Id ] (3)
— полная решетка из с базисом /д. =  ик — Щ для к =  1 ,.. . ,D .
6 . Коммутативна следующая диаграмма
rpD 1110 d  L
Sry SaD ,
rpD 1110d  L
где SaD (x) =  x  +  a D mod L — сдвиг тора TD на вектор aD =  щ  mod L.
Заметим, что разбиению (1) развертки T D соответствует разбиение
T D  =  U  T f  U  . . .  U  т%
тора TD на области T f  =  Tj? mod L.
В одномерном случае примером развертки может быть единичный полуинтервал 
Т 1 =  [0,1), изоморфный окружности ТГ1, для которой задан поворот Sai : х \— > х  +  
a 1 modi на иррациональный вектор а 1. Полуинтервал Т 1 может быть разбит на два, 
полуинтервала
Т 1 =  Tq1 U T l , (4)
где Tq1 =  [0,1 — Q'1) и Tq1 =  [1 — Q'1,1). Повороту Sai окружности Т1 на вектор а 1 
соответствует перекладывание полуинтервалов Tq1 и  Т / Sv : Т 1 —> Т 1 : Sv(x) =  х  +  Vk, 
где х Е , к =  0,1, а векторы перекладывания соответственно равны
Vo =  a 1, v\ =  Q'1 — 1. (5)
Пример двумерного случая перекладывающихся торических разверток был постро­
ен в работе [8]. Это класс гексагональных разверток Т 2(с) двумерного тора ТГ2 =  M2/Z 2, 
определенных следующим образом: любой точке с =  (с^сг) из области с G С  =  {с  =  
(c i, С2) Е К2; q > 0 ,m in(ci,c2) < 1 соответствует шестиугольник Т 2(с) с координатами
вершин (0,0), (—Ci, I — C2), (0,1), (1 — Ci, 1 — С2), (1,0), (1 — ci, — С2). У шесугольника Т 2(с)
противоположные стороны попарно параллельны и равны. Если функция а (с) =  Ci +С2 
не превосходит 1, то шестиугольник выпуклый, и не выпуклый в противном случае. 
Полученным шестиугольником можно замостить 7~ =  Ытеж2 Т 2 [т] плоскость М2, ис­
пользуя параллельные переносы на векторы т из квадратной решетки Z 2. Сдвинув Т  
относительно развертки Т 2(с) на вектор — а 2 =  (—Q'2, — а|), получим ее разбиение на 
три фигуры
Т 2(с) = T 2 U T2 UT|, (6)
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Т02 — шестиугольник, Т 2 и Т2 — параллелограммы, с площадями соответственно
So =  1 — Q'2 — q| =  Q'o , Si =  Q'2, S‘2 =  Q'2
где Q'2 =  tc, 0 < t < 1. На рис. 1 изображено разбиение выпуклого и невыпуклого 
шестиугольника на области , к' =  0 , 1, 2.
Если на торе ТГ2 задан сдвиг Sa2 на вектор а-2, такой что Sa2 : ТГ2 —>• ТГ2 : х  i— > Saз(х) =  
х  +  Q'2m odZ2, то ему будет изоморфно перекладывание Sw : Т'2(с) \— > Т'2(с) : х —>■ 
Sw (х) =  х  +  w y , где wy — вектора перекладывания для областей Т 2, , к' =  0,1, 2 и они 
соответственно равны
Wo =  (q'i, q|), W\ =  (q-2 — 1, q|), w 2 =  (a'2, q| — 1) У)
3. Векторная дробная часть. Для любого х  G определим векторную дробную 
часть Fr(rr), полагая
Fr(rr) =  х ', (8)
где х 1 =  OTiodL и х 1 G TD.
П редлож ение. Пусть
AFr(rr) =  Fr(rr +  а ) — Fr(rr) , k =  0,1 (9)
— векторно-значная разностная функция с шагом a D, где aD вектор сдвига тора TD. 
Тогда выполняется равенство
AFr(rr) =  и(х) (10)
для любого х  G , где вектор
и(х) =  a +  1( х ) ,
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при этом 1(х) — это векторы решетки L, если х  G Tj? =  0 ,1 , . . .  ,D.
□  Для любого х  из развертки T D имеем представление
Sar> (гг) =  х  +  и(х) , (1 2)
при этом и(х) =  Uk для х  G Tj?. Так как iik =  Q,DmodL, то выполняется равенство (11), 
откуда вытекает формула
SaD (х) =  х  +  a D +  1(х) ,
причем для любого х  из T D его образ х  +  a D +  1(х) принадлежит торической развертке 
T D. Отсюда получаем следующие равенства
Fr(rr +  aD) =  х  +  a D +  l(x) =  x  +  u(x) , (13)
справедливые при любом x  G T D.
Для доказательства (10) заметим, что
х  +  a D =  х  +  a D +  l(x)m.od L , (14)
где l(x) G L, и в силу (12) выполняется включение
х  +  a D +  l(x) G T D . (15)
Из (13) следует
AFr(rr) =  Fr(rr +  a D) — Fr(rr) =  x  +  a D +  l(x) — x =  a D +  l(x) =  u(x) 
для любого x  G T D.
Рассмотрим теперь общий случай х  G . Так как разверткой T D можно замостить
пространство, любое х  можно представить в виде х =  х' +  / для некоторых х' G T D и
/ G L, и тогда получаем (8). По (14) и (15) имеем
AFr(rr) =  Fr(rr +  a D) — Fr(rr) =
=  x' +  a D +  l(x) — xJ =  a D +  l(x) =  u(x) ,
то есть снова получили равенство (10). U
4. Сум марное векторное отклонение. Теперь определим суммарное векторное 
отклонение, как векторно-значную функцию
6 ( i ,xо) =  ^ 2  AFr(j/3D +  х 0) (16)
О < j < i
для г =  0 , 1, 2, . . . ,  где
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при этом h — натуральное число, I — вектор из L. Из равенств (10) и (11) можем 
функцию (16) записать так
8( i , x о) =  (q,d +  l(xo +  j a D)) =  i a D +  l (x0 +  j a D) .
О< j < i  0< j< i
Откуда можем записать в виде
8(г,х  о) =  i a D +  1
или в следующей форме
0< j<£ ,  
Fr(x0 + jaD )
8 ( i ,xо) =  iaD +  ri(i, x0)h +  . . .  +  rD(i ,x0)lD , (1 8)
где
rk{i, xo) =  В { j  ■ Fr ( jpD +  x 0) E Tad , 0 < j  < i}  , (19)
или, если воспользоваться сдвигом тора, то счетную функцию (19) можно также запи­
сать
Гк(г, х0) =  В { j  : S3j3D (xo) G TAD, 0 < j  <  г} , (20)
где SpD — сдвиг тора на вектор /3D, определенный в (17), и S^d : TD > TD : х > S^d =
х  +  l3D mod L.
Сумму (16) можно вычислить иным способом. Исходя из определения (16), запишем 
8 ( i ,xо) как разность сумм
S(i,x0) =  Fr(i/3D +  q,D +  ^o) -  Fr(ji3D) . (21)
0< j < i  0< j < i
Из (17) имеем
a D =  h,pD mod L . (22)
Тогда из (22) и определения (8) следует равенство
Fr(j/3D +  aD +  х0) =  Fr(j/3D +  h/3D +  x0) . (23)
Из (23) получаем
Y  Fr(j/3D +  aD +  x0) =  ^ 2  Fr(i/3D +  h/3D +  x0) =  Fr(j/3D +  x0) .
0<j<i  0 < j < i  n<j<i-\-n
Из полученного равенства и формулы (21) получаем еще одно представление для 8 (i, Хо) 
8 (г,хо) =  Y  Ft(JPD +  жо) -  Fr( ^ D +  ж°) • (24)
n < j< i+ n  0<j<i
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Предположим, что г > h, тогда из (24) следует равенство
6 (i, х0) =  Y  (Fr(i/3D +  +  ^о) -  Fr(j/3D +  х0) ) , (25)
0<j<h-l 
пли при 0 < г < h получим
6 (г, х0) =  Y  (Fr(jfiD +  '113°  +  ^о) -  Fr(j/3D +  xo ) ) . (26)
О <j<i
Это равенство вытекает из определения (16) и сравнения (22).
5. Отклонения для считаю щ их функций. По условию L — полная решетка (3). 
Для ее базиса h, - ■ ■ ,Id существует двойственный базис /J ,. . .  , l*D, связанный с исходным 
соотношением
/  ° - при ^ “  (27)
1, при к =  т .
где • обозначает скалярное произведение.
Используя (27) и (18), получаем равенства
II ■ 8 (i, rro) =  rk(i, xo) +  i l l ' q,D Для к =  1, • • •, D . (28)
Обозначим
8k(i ,x0) =  l*k - 8 (i,xo) (29)
и перепишем
8к(г, xo) =  гк(г, х 0) -  isk для к =  1 , . . . ,  D,  (30)
где
=  - I t  • Q'D • (31)
Назовем 8к(г,Хо) из (30) отклонением распределения точек орбиты
Orbs D (х0) =  {SJ3d (х0) =  х 0 +  i/3D mod L, i =  0 ,1 ,2 ,. . .}
относительно области TTjP С  TD или отклонением считающей функции Гк( г , хо) (20) от 
ожидаемой величины isk, где Sk определяется формулой (31).
Из равенств (28) и (30) следует, что 8 (i,Xo) связано с отклонениями 8к(г, Хо) соотно­
шениями
8 (г, xo) =  8i(i, x 0)li +  . . .  +  8d (i,xo)Id-
Найдем теперь формулу для вычисления отклонения 8о(г, Xq) относительно области ТГ^ .
Из определений (19) и (20) считающих функций Гк(г,Хо) следует, что они удовлетво­
ряют тождеству
г0(г,х0) +  п ( г , х 0) +  • • • +  rD(i,x 0) =  г (32)
для любого г =  0,1, 2 ,.. .  Определим So равенством
so “Ь Si +  . . .  +  Sjj =  1. (33)
Из (32) и (33) получаем
[г0(г, х 0) -  is0] +  [ri(г, х 0) -  isi] +  . . .  +  [rD(i, х0) -  isD] =  0 .
По аналогии с отклонениями 8i(i,Xo), ■ ■ ■ , 8o ( i , x о) (29) определим нулевое отклонение
80(i ,x0) =  r0( i ,xо) -  is0 .
Тогда между всеми отклонениями 8k(i, Хо),к =  0 ,1 , . . . ,  D  выполняется соотношение
80(г,х о) +  £i(?', хо) +  • • • +  8D(i,x0) =  0 
для всех г =  0 , 1, 2 , . . . ,  и для нулевого отклонения получаем представление
80(г,хо) =  —<5^1 (г, хо) -  . . .  -  8D(i,x0) , (34)
или согласно (29) и (34) для отклонения 8о(г,хо) можем записать
80(г,х0) =  -118(г, х0) -  . . .  -  l*D8 ( i ,x0) =  - ( II  +  • • • +  l*D)8 (i ,x0) ■
Определим в дополнение к векторам (27) вектор /д равенством
7* _ 7* 7*Lq —Li — . . .  — ip ,
тогда для нулевого отклонения 8о(г,Хо) будет следовать представление
80(i, x 0) =  lo8 (i, x 0) ■ (35)
Сравнивая полученную формулу с выражением (29) легко заметить, что нам удалось 
восстановить симметрию между всеми отклонениями 8к, к =  0 , 1, . . . ,  D.
6 . Точны е границы для отклонений. Все готово, чтобы получить следующий 
результат.
П редлож ение 1. Пусть вектор сдвига /3D определен равенством (17) п определены 
отклонения 8к(г,х о) =  гк(г, Хо) — Шк для к =  0 ,1 , , D.  Тогда отклонения могут быть 
представлены еще в одной пз двух форм:
8k(i,  #о) =  Y  (Frfc(i/3D +  +  х о) ~ Frk( j P D +  Хо))  (36)
0 < j < h - l
для i > h, п
8 (i, xo) =  Y  (Fr(j[3D +  il3D +  ж0) -  Fr(j[3D +  ж0)) (37)
0 < j < i
для 0 < i < h, где Frfc(rr) =  ■ Fr(rr) для k =  0 ,1 , . . . ,  D, n Fr(rr) определено в (8 ).
□  Равенство (36) вытекает непосредственно из определения (16) и формул для от­
клонений 8k(i, xq), к =  0 ,1 , . . . ,  D,  (29), (35), а равенство (37) из (25). ■
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Используя предложение 1, можем доказать теорему о границах отклонений для 
сдвига на вектор j3D.
Теорема 1. Пусть задан вектор /3D =  a D +  /), где h — натуральное число, п
I — вектор из решетки L, определенной в (3). Тогда при любом к =  0 ,1 , ,D  для
отклонений 8k выполняются неравенства
hmh(TD) < 5k(x, xо) < hm,k(TD) дл я 0 < г < h, (38)
////;.{ I'1') < 8k(x,Xo) < im.k{TD) дляг > h, (39)
где крайние значения mk,(X) n m,k(X) определяются формулами
mk(X)  =  :и:'г. \l'k • х, fnk(X)  =  supxeXlt ■ x . (40)
□  Пусть x  G IRD. Определим векторно-значную функцию
V(x,  xo) =  Y  (Fr(j/3D +  xo +  x:) -  Fr(ji3D +  x 0)).
0 < j < h - l
Из определения (8) векторной дробной части Fr(rr) вытекает равенство
U(x  +  /, #о) =  хо)
для любого вектора I из решетки L, т.е. Т)(х,Хо) — периодическая функция на про­
странстве с полной решеткой периодов L. В терминах функции Т)(х, х0) равенство 
(25) можем записать как композицию
6 (i ,x о) =  V(Fr(ji3D) , x 0) (41)
функций Fr(rr) и V(x,  Xo).
Пусть i > h. Определим разностную функцию
А ( х , у) =  Fr(a; +  у) -  Fr (у) , (42)
обладающую, согласно определению (8) векторной дробной части Fr(rr), свойством пе­
риодичности
А (х +  1,у +  1') =  А ( х ,у ) ,
с периодами 1,1/ из решетки L. Используя (42), функцию Т)(х,Хо) можно будет перепи­
сать в виде
Т>(х,х0) =  Е A (x,j/3D +  xo).  (43)
0 < j < h - l
Из определения (42) разностной функции А (х,у)  следует, что для любых х, у G ED 
справедливо включение
А ( х , у ) £ Т ° ,  (44)
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где Тд =  { t —1'\ t, t' G T D} — разностное множество для развертки T D. Из определения 
следует, что разностное множество Тд центрально-симметрично относительно начала 
координат в . Из (43) и (44) вытекает включение
V ( x , x 0) E h T ^  (45)
для любого х  из где умножение на h означает гомотетию t —> ht с натуральным 
коэффициентом h.
Следовательно из (44) получим последовательность включений для любых х, у G
1к ' А (Х’ У) е  Qk ■ т° ) а  д л я  к =  0,1, . . .  ,D , (46)
так как ■ (Т °)д  в силу равенства • Т °  =  {/£ ■ t\ t G T D}. Если обозначить
V k(x, хо) =  Гк ■ V(x,  хо) , (47)
то из формул (45) — (47) для любого х  G получаем включения
V k(x, x 0) G h(l*k ■ T d )a д л я  к =  0 ,1 , . . . ,  D . (48)
Из (48) и (40) следует неравенство
hmk(TD) Vk(x ,xо) < hmk(TD) (49)
для любого х  G и к =  0 ,1 , . . . ,  D.  Согласно формулам (41) и (49) получаем неравен­
ства (38). В случае 0 < г < h, используя аналогичные рассуждения, равенство (26) и 
включение (45), получаем (39). I
В одномерном случае для полуинтервалов Tq1 и Т / Э. Гекке получил следующую 
оценку остаточных членов
| а д | < 1, i * i « i < i
для всех г =  0 , 1, 2 , . . . .
Для двумерного случая в [8] были получены точные границы отклонений в случае 
сдвига на вектор а 2. Для сдвига S/p. тора ТГ2 на вектор (32 справедлива следующая 
теорема.
Теорема 2. Пусть дан сдвиг тора Spi на вектор /З2 =  ^(a 2 +  cl), где h G N, а cl вектор 
из решетки Z 2. Пусть тор ТГ2 разбит на области ТГ2,,: Т2 =  Tq U Т2 U Т|, тогда области 
Т2., являются множествами ограниченного остатка относительно сдвига Sp на вектор 
(З2 н для отклонений выполняются неравенства:
- h ( x  01 +  ^02) < 50(i, х0) < h( 2 -  а (с) -  ^ 0i -  ^02) для а (с) <;
- h ( x 0i + Хо2 +сг(с) -  1) < 80( i , x 0) <  h ( l  -  xm -  х 02) д л я с г ( с ) > 1; , ,
h(xo i - l )  <  <5i (г,#0) <  h(x0i +  ci)-,
h(x02 -  1) <  62(i, x 0) <  h(x01 +  c2).
□  Справедливость неравенств (50) вытекает из теоремы 1. I
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Эта теорема является обобщением теоремы Гекке на случай двумерных торов. В 
этом случае границы отклонений 5к(г,хо) зависят только от формы развертки тора 
Т 2(с) и выбора параметра h вектора /32 и не зависят от выбора вектора а 2.
7. П роизведение торических разверток.
7.1. Определение. В [9] определено понятие произведения торических разверток. 
Рассмотрим определение применительно к случаю произведения полуинтерва Т 1 и ше­
стиугольной развертки двумерного тора Т2(с), имеющих разбиения (4) и (6) и векторы 
перекладывания (5) и (7) соответственно.
Определим к-произведепие Т 1 О к Т 2(с), к =  0,1 следующими свойствами:
1)
т '  Оь Т 2(с) =  {(x, y ,z );x  e T l , y,z £ Т 2(е)} c R 3, (51)
то есть как множество произведение Т 1 Од- Т 2(с) совпадает с прямым произведением 
Т 1 х Т 2(с) множеств Т 1 и Т 2(с);
2) на множестве (51) задано разбиение
Т 1 Ок Т 2(с) =  Ц  Г„3 Ц  Т £ , (52)
о < п <  1, 
п ф к
0 < т < 2
на множества
Т% =  Т:'I х Т 2 для п =  0,1, п ф к,
Tfc,m =  тк X т т  для т  =  0 , 1, 2,
а также определено перекладывание Sv0kW этих множеств
SvOkw ■ Т'п I— Т'п +  (vn, 0) для п =  0, 1, п ф к,
: : /, /г ■ I l,\m 1  ^  ^i.^ ki '^п> ) ДЛЯ 1П 0, 1, 2.
:5з)
Замечание 1.
1. Количество множеств в разбиении (52) равно Di +  D 2 +  1 =  4.
2. Непосредственно из определения (51) следует некоммутативность операции умно­
жения Т 1 Ок Т 2(с).
3 .  Для торических разверток Т 1 и Т 2(с) с учетом перестановок Т 1Оа-Т2(с) и  T 2 ( c ) C V  
Т 1 и выбора индексов А:, А:; существует пять различных произведений.
Из леммы З.1., доказанной в [9], следует, что перекладывание (53) множества (52) за­
мкнуто, и множества Т 1 Ок-Т2(с) и T 2{c)Ok'Tl имеют объем volT 1O iT 2(c) =  volT 2(c)CV 
Т 1 =  vo lT 1 • vol Т 2(с) =  volT2(c) • vo lT 1 =  1.
7.2. Случай к =  0. Рассмотрим 0-произведение полуинтервала на шестиугольник, 
то есть случай А: =  0. Формула (51) примет вид
Т 1 Оо Т 2(с) =  {(ж, у, л); х Е Т 1, у , z Е Т 2(с)} С R3.
Геометрически множество Т 1 Оо Т 2(с) представляет собой шестиугольную призму 
Е.С. Федорова [10] с координатами вершин (0, 0, 0), (0 ,1—сь —с2), (0,1,0), (0 ,1—c.\, 1—с2),
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(0 , 0 , 1), (0 , —ci, 1 — с2) , (1, 0, 0) , ( 1,1 — c i ,—с2) , (1, 1, 0) , ( 1, —ci, —с2), (1, 0 , 1), (1, —ci, 1 — с2) 
в ортонормированном базисе (е1,е2,ез).
Разбиение (52) осуществляется на множества (рис. 2)
т з
гр з 
2 0,0 гр 3 
1 0,1гр 3 
0,2
Т / х Т 2 
То1 х Т 2 
То1 х Т 2 
То1 х Т 2
шестиугольная призма, 
шестиугольная призма, 
параллелепипед, 
параллелепипед.
f54)
Рис. 2.
В соответствии с определением (53) для множеств (10) имеем следующее множество 
векторов перекладывания
v Оо w =  { (c i ,  0), (с0, ш0) , (v0,wi), (г;0, ш2) }  =
{ ( а 1 -  1, 0 , 0), (а 1, ^ , ^ ) ,  (а 1, а? -  1, Q'l), (ад,а'?,а| -  1) }  .
Г551
За начальный или нулевой вектор примем вектор {vq,Wq) =  (ci'1, а 2, а|), тогда век­
торы (55) задают решетку
L 1 On L2 [ t
порождаемую векторами
-А =  (ci, 0) -  (v0,w0) =  (/?, - w 0) ,
mi =  (v0,wi) -  (vo,wo) =  (0 , mi ) ,
m2 =  (v0,w2) -  (vo,wo) =  (0 , m2) ,
f57)
где
L 1 l°], L2 =  Z[m i,m 2\
с векторами /° =  — 1 и чщ =  (—1, 0),т 2 =  (0, - 1) обозначают полные решетки соот­
ветственно для полуинтервала Т 1 и шестиугольной развертки Т 2(с) двумерного тора 
Т2.
Исходя из леммы 3.2. [9] решетка L1 Оо L2 — полная и ее обьем равен
vol L1 Оо L2 =  vol L1 • vol L2 .
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Шестиугольной призмой Федорова Т 1 Оо Т 2(с.) можно замостить пространство К3, 
таким образом Т 1 ОоТ2( с ) м о ж н о  считать фундаментальной областью для решетки (56) 
и ее можно считать разверткой трехмерного тора ТГ3 =  M3/Z 3.
В качестве вектора сдвига тора ТГ3 выберем начальный вектор 70 =  {vq,Wq). Д ля  
полуинтервала Т 1 и шестиугольной развертки Т 2(с) разложение векторов сдвига Vq 
и wo по базисам (58) имееют вид: v0 =  Q'1/]1, w0 =  а^щ  +  a^m^- По (57) и данному 
разложению имеем равенство
7° -  Q'1/^  =  (0 , (а-1 +  1)«>0) , 
и для вектора 7° получаем разложение в базисе (57)
7° =  Q'1/^  +  (а-1 +  1)а'2т -1 +  (а-1 +  1)а|-т.2 .
Отсюда вытекает, что вектор 70 =  (vo,Wq) =  (ск1, , а>%) иррационален относительно
решетки L1 Оо L2 тогда и только тогда, когда числа Q'1, (а 1 +  1 )а/2, (а 1 +  1)а'2, 1 линейно 
независимы над кольцом целых чисел Z.
Сдвиг тора ТГ3 на вектор 7° задает орбиту распределения точек на нем. Рассмотрим 
орбиту с произвольной начальной точкой Жо =  (#оъ #02, #оз)- Так как тору ТГ3 изоморфна 
его развертка Т 1 ОоТ2(с), то для каждой ее области (10) определим считающие функции
п(г, хо) =  В { j  ■ о{х0) Е Т? , 0 < j  <  г} ,
Го,т(г, х0) =  (j{ j  : S3y0(x0) G Т 30, 0 < j  <  г}, т =  0,1, 2 ,
как количество попаданий точек в соответствующую область. Также определим откло­
нения функций (59) от ожидаемой величины
хо) =  r i ( i , x 0) -  г volTf, , .
М * ,  х0) =  г0,о (г, *0) -  г vol Т030, т =  0, 1, 2 ,
где volT 3, voITq m, т =  0,1,2 — объемы областей Т 3, Т03т , т =  0,1, 2 с одной стороны, а 
с другой, — частота попадания точек в соответствующую область, так как общий объем 
призмы Т 1 Оо Т 2(с.) равен 1.
Для отклонений докажем следующую теорему.
Теорема 3. Пусть задан трехмерный тор ТГ3 =  M3/Z 3 с разбиением Tf U Т030 U Т031 U 
Tq 2, которое задается произведением Т 1 Оо Т 2(с). Пусть кроме того задан иррацио­
нальный вектор 7° сдвига тора ТГ3, тогда для отклонений 6i(i, #о), ,m(h Xo),m =  0,1,2 
справедливы следующие точные неравенства:
- с г ( х о ) < SoAh хо) < 3 - cr(c) ( t  +  1) -  (т(х'о) для <т (с) <  1
1 -  а  (с)  -  сг(хо) < М * ,  Хо) < 2 - 0
V1'’о'
■to для <т (с) >  1
#01 -  1 < Ш < #01
Х02 ~  1 < М г ,  #о) < Хо2 +  ci'i +  с 1 ;
х 0з -  1 < ^0,2 (h Хо) < Хоз +  О!2 +  С-2 ■
□  Для доказательства неравенств (61) определим для решетки L1 Оо L2 двойствен­
ный базис. Так как L 1 O q L 2 — полная, тогда для ее базиса (57) существует двойственный
 Q чц
базис 1Л , связанный с исходным базисом соотношениями (27). Полученный ба­
зис будет иметь следующие координаты
fi = ( - 1, 0 , 0), =  ( а ? , - 1, 0), т *2 =  (q|,0 , - 1) . (62)
Из выражения (18) следует, что суммарное векторное отклонение может быть запи­
сано следующим образом
8 (г, х0) =  г'70 +  п(г, хо)ft +  г0д (г, x0)mi +  г0,2(г, хо)т2 . (63)
Используя двойственный базис (62) и представление 8 (г) (63), получаем следующие 
равенства
С  • 8 (г) =  г, (г) — ifl* • 7° =  * ( » ) ,
m j - 5(z) =  Год (г) -  im\  • 7 0 =  50д(г) , (64)
т *2 ■ 8 (г) =  г0,2(г) -  im tff  =  80,2(1) ,
где объемы областей (10) рассчитываются по следующим формулам
 Пф
vo\T? =  l1 ■ 7 0 =  Q'1, уо 1 Т 03д =  rfC[ ■ 7 0 =  q,2(1 — Q'1), volT 32 =  • 7 0 =  a | ( l  -  a 1) .
Вычислим также вектор решетки для определения отклонения 8o,o(hXo). Из определе­
ния (59) считающих функций следует, что они удовлетворяют тождеству
п(г, х0) +  г0,о (г, х0) +  год(г, *0) +  П),2(г, х0) =  г (65)
для любого г =  0,1, 2 , . . . .  Объем области Т030 определим равенством
vol Т 3 +  vol Т030 +  vol Tqд +  vol T032 =  1. (66)
Согласно (65) и (66), имеем
80,о(г,х0) =  —8i(i,xo) — ^од(*,#о) — 8o,2(i,xo)
или можем записать
80,о(г, Хо) =  —l°i • 8 (г, #о) _  • £(г, #о) _  ^ 2  ' 8 (г, Хо) =  (—l°i — rn\ — т2) ■ 8 (г) . (67)
Обозначим вектор
1°0 =  —l°i — т*1 — т ,2 =  ( 1 — Q'2 — а|, 1 , 1 ) .  (68 )
Так как развертка Т 1 Оо Т 2(с.) перекладывающаяся, можно записать
+  8 (i, х0) G Т 1 Оо Т 2(с).
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Спроектировав это выражение на векторы двойственного базиса (62) и (68) получим 
доказываемые неравенства (61). Таким образом границы отклонений определяются вер­
шинами развертки. I
Заметим, что полученные границы отклонений не зависят от выбора вектора а 1, так 
как геометрически границы отклонений определяются проекциями афинного образа 
развертки Т 1 Оо Т 2{с) в ортонормированием базисе, а они не зависят от вектора а 1. 
В случае остальных четырех произведений границы отклонений также не зависят от 
выбора вектора сдвига первого множителя.
С ледствие 1 . Если в качестве вектора сдвига выбрать вектор У  =  ^(7 0 +  d), где 
h Е N, d Е L 1 Оо L2 для произведения Т 1 Оо Т 2(е), то границы отклонений примут вид:
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е|Я Серия: Математика. Физика. 2013. №19(162). Вып. 32 19
— ha(xo) < M * , Xo) < h ( 3  - cr(c)(t +  1 )  -  c r ( ^ o ) ) дляа(с)  <  1
h( 1 -  a(c) -  a (x0)) < M * , Xo) < h{ 2 - 0
V
1
'’o
'
-to для a (с) >  1
h(xo i  -  1 ) < S i  с 0 < hxo i ;
h(x02 -  1 ) < М г , Xo) < h(x  02 +  Pi +  C i ) ;
h(x03 -  1 ) < ^0,2 (?', Xo) < h(x  03 +  @2 +  c 2 ) •
□  вытекает из теорем 1 и 2. I
Следствие 1 является обобщением теоремы Гекке на случай разбиений трехмерных 
торов. Аналогичные рассуждения можно провести для 1-произведения полуинтервала 
на шестиугольник и ^/-произведений, к' =  0 , 1, 2, шестиугольника и полуинтервала.
8 . Средние значения отклонений. Определим теперь среднее значение вектор­
ного отклонения
= <7°) 
l < i < N
если указанный предел существует.
Относительно средних значений отклонений доказана следующая теорема. 
Теорема 4. Пусть дан сдвиг тора ТГ3 на вектор 7°. Пусть вектор 7° иррациональный.
1. Тогда существует среднее значение (8 (хо)) (70) суммарного векторного отклонения 
5(г), п оно вычисляется по формуле
(S(xo)) =  СТ1о 0т2(с) — хо, (71)
где СТ1п0т2(с) =  (1/2, (1 — сi ) /2, (1 — с2)/2 ) — центр тяжести призмы Т 1 Оо Т 2(с).
2. Также Т 3, Т03то, m =  0,1, 2 существуют средние значения отклонений
i ( x 0)) =  l im
TV—>-+оо
(<W(*o)) =  lim
TV—>-+oo
l < i < N
l
N
У ,  $ол(г ,Хо)
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п они соответственно равны
(<W#o)) =  сг(х) +  сг(с)/2 -  3/2
(Ы #о)) =  1/2 — #01)
(<W(#o)) =  (1 -  Ci)/2 -  #02 ,
(^о,г(#о)) =  (1 — С2)#оз/2 .
f72l
□  Из определения (10), формул (9)и (70) следует
У ,  £(*,#о) =  (Fr(#o +  *7°) -  Fr(#o)) • (73)
1 < i < N  1 < i < N
Для доказательства (71) воспользуемся формулой (73) и критерием Вейля 
Л,1™ .  77 £  S(i'Xo) =  Е  (Fr(x„ +  i j° )  — Fr(;ro) =
1 <i<N 1 <i<N
=  J  xdx — xo J  dx =  CVi0ot 2(c) — #0 vol T 1 Oo T 2(c) ,
TiQo T2(c) T1OoT2(c)
где vol : T 1 O0 T 2(c) — объем развертки тора vol T 1 Оо Т 2(с), и он равен 1. Таким 
образом утверждение (71) доказано.
Для доказательства формулы (72) воспользуемся выражениями (64), (67) и форму­
лой (71). ■
Справедливо следующее следствие из теоремы 3.
Следствие 2. Если начальная точка орбиты х 0 =  (#оь #02, #оз) расположена в цен­
тре тяжести Ст2(с) =  (1/2, (1 — Ci)/2, (1 — с2) / 2), то
1) среднее суммарное векторное отклонение
{8 (х о)) =  0;
2) средние отклонения выражаются формулами
( S i ( x o )}  =  0, (6o,m(x  о ))  =  о, m  =  0 , 1 , 2 .
Аналогичным образом можно получить средние значения отклонений для 1-про­
изведения полуинтервала на шестиугольник и 0 , 1, 2-произведений шестиугольника и 
полуинтервала.
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Abstract. Three-dimensional bounded remainder sets and method of their construction is 
studied. It is found deviation boundaries of these sets.
Key words: bounded remainder sets, distribution of fractional parts, toric development, ex­
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